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2 Leccién 3: Interpolacién polindmica

Son muchas y muy variadas las situaciones donde aparecen series de datos o resultados
de mediciones experimentales de las que solo se conoce una cantidad finita de valores y para
las que, sin embargo, se necesita encontrar cierta «ley general» que sirva para su tratamiento
computacional. Precisamente, este es el cometido basico de la interpolacion: dada una tabla
de datos, se trata de encontrar una funcion facil de manejar desde un punto de vista numérico
tal que, como minimo, su grafica pase por los puntos proporcionados por la tabla.

La eleccién del tipo de funciones interpoladoras depende basicamente del contexto en
que se esté trabajando. En esta leccion solo trataremos la interpolacion polindmica clasica
y ciertos tipos de interpolacién polindmica a trozos, también denominada interpolacién por
splines.

La interpolacion polinémica clasica tiene gran importancia tedrica en analisis numérico,
pues permite fundamentar una amplia gama de métodos para la integracién y derivacién
numeéricas, para la resolucién numérica de ecuaciones diferenciales, etc. Sin embargo, este
tipo de interpolacion tiene una gran desventaja: cuando se tienen muchos datos, el correspon-
diente polinomio interpolador tiene necesariamente grado alto y suele presentar numerosas
oscilaciones. Para soslayar este inconveniente, la estrategia habitual es usar la interpolacién
por splines, es decir, interpolar con polinomios de grado bajo entre datos consecutivos de
modo que la funcién global a trozos formada por dichos polinomios tenga ciertas propiedades
de regularidad.

1. El polinomio de interpolacién

1.1. Polinomios en MATLABe

En MATLABe, los polinomios se manejan como vectores (fila o columna). Si queremos
introducir un polinomio en MATLABe, creamos un vector cuyas entradas coincidan con los
coeficientes del polinomio, dispuestos en orden descendente de potencias.

Ejemplo 1.1 » Polinomio en MATLABe

El polinomio p(x) = 2° — 52% + 2 se representa en MATLABe en la forma

Command Window

>> p=[1 00 -50 2];

Para evaluar polinomios, MATLABe incorpora la orden polyval (POLYnomial VALua-
tion), que utiliza el denominado algoritmo de Horner, o de multiplicacién anidada. En con-
creto, dado el polinomio

~1
p(I) = anxn—i_an—lxn + e —|—CL1£L’+CL0,
el algoritmo de Horner se sustenta en la siguiente forma de escribir el polinomio anterior:

p(x) = ap + z(a1 + x(az + x(az + -+ + x(an_1 + azz) - )

'El algoritmo de Horner es el procedimiento menos costoso en ntimero de operaciones para evaluar un
polinomio: si el polinomio tiene de grado n, el algoritmo consta tan solo de n multiplicaciones y n sumas.
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Ejemplo 1.2 » Valor de un polinomio en MATLABe

Para calcular el valor del polinomio p(z) = 2* — 623 + 22 + 32 — 2 en el punto x = 2,
hay que ejecutar en MATLABw® las instrucciones

Command Window

>> p=[1 -6 1 3 -21;
>> polyval(p,2)

ans =

-24

La orden polyval ha calculado el valor del polinomio en x = 2 en la forma

—2+4+zB+z(1+2(-6+2))=-2+234+2(1+2(-6+2))) =—24.

1.2. Existencia y unicidad del polinomio de interpolacién

Dada una tabla con n > 2 parejas de datos,

Ty | T2 | " | Tp-1 | Tn
Y1 Y2 Yn—1 Yn

, (1)

donde z1 < x5 < --- < x,, el problema de la interpolaciéon polinémica consiste en encontrar
un polinomio p de grado menor o igual que n — 1, denominado polinomio de interpolacion,
de modo que verifique las condiciones

p(mj):yja j:172"'7n7

llamadas condiciones de interpolacién.

Los nimeros z; se denominan nodos de la interpolacién y los y;, valores de la interpola-
cién. Los puntos (z;,y;) son conocidos como puntos de la interpolacién. Como veremos, este
polinomio siempre existe y es tnico.

Puesto que p debe ser de grado menor o igual que n — 1, podemos considerar que

p(l‘) - an—lxn_l —+ an_an_2 + o+ a1 + ag,

y plantear si los coeficientes a; pueden determinarse de modo univoco a partir de la tabla
de interpolacion . Imponiendo las n condiciones de interpolacién llegamos al sistema de
ecuaciones lineales

- n—1  _n—2 9 - - E
] i) e 1 Ap—1 Y1
n—1 n—2
Ty Ty R N ! Ap—2 Yo
n—1 n—2
Tp1 Ty Tn—1 1 a1 Yn—1
n—1 n—2
L o, il Tn, 1| L ao | L Yn |
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Observemos que la matriz V' de este sistema es cuadrada de orden n. V es, ademas, de
un tipo muy especial; en concreto, es una matriz de Vandermonde por filas asociada a los
valores {x1, zy, ..., x,}. Los resultados sobre este tipo de matrices nos permiten afirmar que
V tiene determinante no nulo si, y solamente si, todos los puntos asociados x; son distintos.

De hecho,
det(V)= [ (z; — ).
1<i<j<n
Puesto que en nuestro caso los nodos son distintos entre si, tenemos garantizada la existencia
y unicidad del polinomio de interpolacion.

En ciertos contextos, la tabla de interpolacion procede de evaluaciones de cierta
funcién. Es decir, existe una funcién f : [a,b] = R, con a < 21 < 29 < -+- < x, < b, de
modo que

yi = f(z;), j=12,...,n
Por tanto, tiene sentido plantear hasta qué punto el polinomio de interpolacion p asociado
reconstruye o representa la funcién f. En concreto, si f es de clase C"[a,b], para cada
x € |a,b] existe un punto & = £(z) € (a,b) tal que

_ )

n!

fz) =

Respecto a esta formula del error puntual, conviene hacer dos precisiones:

(x —z1)(x —29) -+ - (T — ). (2)

1. En el exterior del intervalo [z1,z,], la funcién = — [(z — z1)(x — z2) ... (x — z,)|
crece rapidamente (de hecho, méds cuanto mas alejado esté x de dicho intervalo) y, lo
habitual, es que el error puntual se dispare.

2. El error depende, obviamente, del nimero de nodos y de la regularidad de f, pero
también de la eleccion y distribucién de dichos nodos.

1.3. La orden polyfit

La orden polyfit (POLYnomial FITting) determina el polinomio de interpolacién median-
te la resolucion de sistemas de ecuaciones lineales. De hecho, esta orden permite abordar, de
manera completamente general, los denominados ajustes polinomiales. En concreto, volvien-
do a los datos de la tabla y dado cierto grado M > 1, esta orden obtiene un polinomio
pa de grado menor o igual que M,

py(z) = avz™ + -+ a1z + ao,

de modo que los coeficientes a; son la soluciéon (clasica o en el sentido de los minimos
cuadrados) del sistema de ecuaciones lineales

oy o i} L
xy eoxp 1 ang (7
M
Ty oo xp 1 an—1 Y2

= M
M
|z, T, 1|1 L ao | L Yn

cuya matriz tiene orden n x (M +1). Puesto que los nodos x; son distintos entre si, la matriz
del sistema anterior tiene rango maximo. En particular, si M < n — 1, el sistema tiene
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solucién tnica (en el sentido de los minimos cuadrados si M < n—1y clésica si M =n—1).
Por otro lado, no es razonable tomar M > n — 1, pues en este caso el sistema de ecuaciones
lineales es claramente compatible, pero indeterminado y, por tanto, estamos considerando un
problema donde la solucién no es tnica ni siquiera en el sentido de los minimos cuadrados.

Si M =n — 1, el sistema proporciona el polinomio de interpolacién asociado a la tabla,
luego dicho polinomio pasa por todos los puntos. En cambio, si M < n — 1, el ajuste
polinomial conduce, en general, a un polinomio que no pasa por todos los datos a interpolar.

Ejemplo 1.3 » Polinomio de interpolacién

Consideremos el polinomio de interpolacién asociado a la tabla de datos

21-110] 2 |5
013]5[55|6

Las siguientes 6érdenes de MATLABe generan su representacién grafica, calculandolo
previamente en una particion fina del intervalo [—2,5]. Observemos que el polinomio
de interpolacién pasa por todos los puntos de la tabla.

Command Window

>> x=[-2 -1 0 2 5];

>> y=[0 3 5 5.5 6];

>> $=-2:0.01:5;

>> c=polyfit(x,y,4);

>> t=polyval(c,s);

>> plot(x,y,'ob',s,t,'r")

@ @ Figure 1
File Edit View Insert Tools Desktop Window Help ¥

Ddde @ 0B &[E
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Cuando el nimero de nodos de la tabla es alto, pueden presentarse dos problemas:

1. El polinomio de interpolacion oscila cerca de los extremos del intervalo de interpolacion.
Es el conocido fenémeno de Runge, que veremos en el proyecto [I.1] El surgimiento de
estas oscilaciones es consecuencia del elevado grado del polinomio y no tiene ninguna
relacion con el tratamiento numérico del problema de interpolacion.

2. Las correspondientes matrices de Vandermonde que surgen al resolver los sistemas de
ecuaciones lineales asociados suelen tener niimeros de condiciéon muy elevados. En cual-
quier caso, cuando aparecen problemas de condicionamiento, MATLABe da un mensaje
de aviso e indica posibles estrategias para resolver o, al menos, paliar este problema.
En el proyecto veremos un ejemplo de este fendmeno de mal condicionamiento y de
los consiguientes problemas que ocasiona, asi como de la tactica que permite atenuar
los efectos desastrosos de la mala condicion.

Estos dos fendmenos nos previenen contra el uso, en andlisis numérico, de polinomios
de interpolacion de grado relativamente alto y conduce, de modo natural, a la interpolacion
polinémica a trozos, que estudiaremos en la siguiente seccion.

Proyecto 1.1 (solucién en pagina [21))

Considera la funcion |

flz) = 11 a2

El polinomio de interpolacién p,_1(x) que interpola f en los nodos

z € [-5, 5].

=5+ (i-1), i=12,...,n,

no converge a f cuando n tiende a infinito. De hecho, se verifica

lim < max |f(x) —pn(x)|> = +00.

n—00 \ze[—5,5]

Dibuja conjuntamente las graficas de la funcion f y del polinomio de interpolacién p,,
para valores de n crecientes, y observa este fenémeno.

Proyecto 1.2 (solucién en pagina

Calcula y representa graficamente el polinomio de interpolacién asociado a la tabla de
datos

51 52 | 53| 54 55 | 56| o7 | 58 59 60 | 61| 62 | 63| 64 65
229|232 23244267 |25]255(263|261|262]|27|263|28|264|278]

/, Qué observas?

Indaga en la ayuda de MATLABe y, siguiendo las indicaciones que el programa te ha
dado al calcular el polinomio de interpolacién, plantea alguna estrategia que pueda
paliar los malos resultados obtenidos.
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1.4. Forma de Lagrange del polinomio de interpolacion

Como hemos visto, la orden polyfit permite representar el polinomio de interpolacién
mediante monomios. Se trata de la denominada forma «candnicay. Pero existen otras formas
alternativas de representar el polinomio de interpolacién.

Posiblemente la manera de representar el polinomio de interpolacion con mas implica-
ciones teodricas en analisis numérico sea la denominada forma de Lagrange. En concreto, a
partir de los nodos de la tabla de interpolacién , consideremos los polinomios

r — T

Li(z):=]] , J=12,...,n.
i T3 T i
Es inmediato comprobar que cada Lj, para j = 1,2,...,n, tiene grado exactamente n — 1y

verifica
L, 1=y,

Lj(@"i):{o i

Esta propiedad permite resolver facilmente el problema de interpolacion. En concreto, el
polinomio de interpolacion asociado a la tabla viene dado por

p(z) = y1 Ly (x) + y2Lo(x) + - - - + Yy Ly ().

Los polinomios L; se denominan polinomios de Lagrange asociados a {x1,22...,2,} y la
expresion anterior, forma de Lagrange del polinomio de interpolacién asociado a la tabla de
datos.

Ejemplo 1.4 » Forma de Lagrange

Vamos a determinar la forma de Lagrange del polinomio de interpolacién asociado a
la tabla de datos

-112]3
3112

La forma de Lagrange viene dada por

p(z) = y1L1(w) + y2Lo(w) + ysLs(w) = 3L1(x) + Lao(w) + 2L3(x),

donde
(x — z9)(x — x3) e m)ie — ) o) = (x —z1)(x — 29)
Lafe) = (z1 — 22) (21 — r3)’ La(e) = (g — 21) (w2 — z3)’ Ls() (w3 — 21) (w3 — 1’2)7
son los polinomios de Lagrange, esto es,
Ly(z) = (x — Zi;x—?))’ Lo(z) = (x + 11(; —3)7 Ls(z) = (x + ll(x— 2)‘

Asi, el polinomio de interpolacién en forma de Lagrange asociado a la tabla anterior
es

p(r) = (x_%x_?’) _ (I+1)3($—3)+(I+1)2(x—2).
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2. Interpolaciéon polinédmica a trozos

Matematicamente, la interpolacién polinémica a trozos es simplemente un refinamiento
de la interpolacion polinémica. Consiste, en general, en usar polinomios diferentes y de grado
bajo en cada uno de los distintos subintervalos determinados por los nodos de interpolacion.
Asimismo, a la correspondiente funcién global definida por partes se le suele exigir algin
tipo de regularidad.

2.1. Interpolacion lineal a trozos

Consideremos, nuevamente, la tabla de interpolacion . En esta ocasion, buscamos en
cada intervalo [z;_1, ], j = 2,3,...,n, un polinomio p; de grado menor o igual que uno que
interpole los datos en los extremos del intervalo. Deducimos facilmente que es el segmento
rectilineo

p(x) ==pi(x), =z €rj_1,24, j=2,3,...,n

Observemos que p esta bien definido en todos los nodos y determina, de hecho, una funciéon
continua en el intervalo de interpolacién [z, z,,]. Al interpolante p se le conoce con el nombre
de interpolante lineal a trozos (asociado a la tabla de datos dada) y su gréfica no es sino la
poligonal que pasa por los puntos de interpolacion.

Ademss, si los valores y; de la tabla proceden de evaluaciones de cierta funcion
f :]a,b] — R de clase C?[a, b], se tiene que

méx | f(z) — p(x)| = O(h?)

z€[a,b]
siendo h el diametro de la particion generada por los nodos, es decir,
h:=max{z; —xj_1:j=2,3,...,n}.

Esta estimacion del error (denominada de tipo cuadratico) nos indica que con un minimo
de regularidad de f, el interpolante lineal a trozos converge a f rapidamente a medida que
el diametro h asociado a la familia de nodos tiende a cero.

La orden interp1P] de MATLABe proporciona el interpolante lineal a trozos.

Ejercicio 2.1

Considerando particiones uniformes del intervalo [0, 3], muestra una tabla con los erro-
res maximos cometidos al interpolar la funcién f(x) = cos(x) por los correspondientes
interpolantes lineales a trozos. ;Doénde puede detectarse la convergencia cuadratica en
la tabla obtenida?

2El ntimero 1 indica unidimensionalidad.
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2.2. Splines cubicos: la orden spline

El proceso descrito para la interpolacién lineal a trozos puede extenderse a un grado
arbitrario. En concreto, dada la tabla de interpolaciéon , se denomina spline de orden
k > 1 asociado a dicha tabla, a toda funcién

S:ry,x,) = R

de clase, al menos, C* [z, x,] tal que interpola los puntos de la tabla y coincide en
cada subintervalo [z;_1,z;], 7 = 2,3,...,n, con un polinomio de grado menor o igual que k.
En la practica, ademdas de los splines de orden 1 (esto es, los interpolantes lineales a
trozos), se manejan preferentemente los de orden 2 y 3y, en algunos contextos, los de orden
4. En cualquier caso, en esta seccién nos centraremos exclusivamente en los de orden tres,
también denominados splines ciibicosf].
Un spline asociado a la tabla de interpolacién , es, por tanto, una funciéon

S, x,]) = R
de clase, al menos, C?[x1, z,] tal que interpola los puntos de la tabla (1)), esto es
S(z;) =vy;, paratodoj=1,2,...,n.

y coincide en cada subintervalo [z;_1,z;], j = 2,3,...,n, con un polinomio de grado menor
o igual que tres.
Los n — 1 polinomios de grado menor o igual que tres de los que consta S se denominan
ctbicas del spline. Denotemos dichas cibicas por C;_;(z), = € [xj_1,x;], con j =2,3,...,n.
Si abordamos el problema de determinar el spline planteando el correspondiente sistema
de ecuaciones lineales, vemos que debemos hallar 4(n — 1) coeficientes (4 coeficientes por
cada cubica), imponiendo las siguientes condiciones:

i) n — 2 ecuaciones para asegurar que S es continua en los n — 2 nodos interiores,
C’j_l(a:j):Cj(xj), ]:2,3,...,71—1.

i1) n — 2 ecuaciones para asegurar que S’ es continua en los n — 2 nodos interiores,

() =Ci(ry), j=2,3,...,n—1

iii) n — 2 ecuaciones para asegurar que S” es continua en los n — 2 nodos interiores,

C']'Ll(xj) :C;/(SEJ’), ] :2,3,...,71— 1.

iv) m ecuaciones para imponer las condiciones de interpolacién

Cj(l’j) :ij j: 1,2,...,71—1, Cn—l(xn) = UYn-

30, simplemente, splines.
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Es decir, tenemos un sistema de 4n — 6 ecuaciones lineales con 4n — 4 incégnitas. Puede
comprobarse que dichas ecuaciones son independientes, luego el sistema es compatible in-
determinado y deducimos, por tanto, que nuestro problema tiene solucién; es mas, tiene
infinitas soluciones. Para evitar esta indefinicion, se anaden dos ecuaciones lineales de modo
que el sistema resultante sea compatible determinado. Hay una enorme variedad de formas
de realizar este proceso y asi nos encontramos con splines naturales, sujetos, periddicos, de
torsion, not-a-knot, etc. A un nivel introductorio, es suficiente conocer los tipos siguientes:

1. Spline sujeto: Se impone
S/(xl) = Q, S,(an) = By
esto es,
Oi<x1) = G, C?”L*l(‘rn> = f,

con « y [ numeros reales arbitrarios.
2. Spline Not-a-Knot: Se impone que S sea de clase C? en los nodos x5 y xn_llﬂ,
S"(ay) = 8"(23), S"(x,_y) = S"(zy1),

esto es,

Ci”({lfg) = Cg/(ﬁg), »:L”—2<xn—1) = 7,—:/_1(9771—1)7

lo que equivale a exigir que sean idénticas, por un lado, las ctibicas primera y segunda
y, por otro, las cuibicas pentltima y ﬁltimaﬂ. Esto se debe a que el desarrollo de Taylor
de una cuibica en torno a un punto estd completamente determinado por el valor de
dicha cibica y de sus tres primeras derivadas en dicho punto.

3. Spline Natural: Se impone
S"(x1) =0, S"(x,) =0,

esto es,
1 !
CY(z1) =0, n-1(@n) = 0.

Como vimos en la seccion anterior, en el caso en que los valores de interpolacion proceden
de evaluaciones de cierta funcion f, se tiene que la evolucion del error de interpolacion para
interpolantes lineales a trozos era esencialmente de magnitud O(h?), siendo h el didmetro
de la particién generada por los nodos. Un resultado similar es cierto, pero ahora de orden
O(h*), tanto para los splines not-a-knot como para aquellos splines sujetos verificando

S'(x1) = fl(x1), S'(xn) = f(x).

La orden spline de MATLABe® proporciona tanto el spline not-a-knot como el de tipo
sujetolT.

4Luego necesariamente n > 4.

5Si n = 4, el spline not-a-knot es un polinomio de grado menor o igual que tres.

OEl spline natural se puede obtener en MATLAB® con la orden csape (Cubic Spline with Additional Pres-
cribed Ends), que pertenece al Curve Fitting Toolbox. En concreto, se obtiene mediante la opcién variational.
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Problema 2.1
Considera la funcién de Bessel Jo(x)[7.

1. Dibuja dicha funcién en el intervalo [2,8]. Mediante la orden de MATLABe
polyfit, dibuja también el polinomio de interpolacion que interpola la funcién de
Bessel en los nodos 2,3,4,5,6,7,8.

Estima el error maximo que se comete al aproximar la funcion de Bessel por este
polinomio de interpolacion. Calcula este error maximo sobre los puntos de una
particién fina de [2, §].

2. Mediante la orden de MATLABa spline, dibuja el spline sujeto S que interpola
la funcion de Bessel en los nodos 2,3,4,5,6,7,8 y tiene valores de la derivada en
los nodos extremos

S'(2) = 0.0009, S'(8) =0.5588.
. Crees que este spline ofrece una buena aproximacion de la funcion de Bessel?

3. Aproxima el valor de la derivada de la funcion de Bessel en los nodos extre-
mos mediante un cociente incremental con paso h = 10_5|ﬂ. Repite el apartado
anterior sustituyendo los valores de la derivada en los nodos extremos por las
aproximaciones obtenidas. Estima, sobre los puntos de una particion fina de 2, 8],
el error maximo que se comete al aproximar la funcion de Bessel por este inter-
polante.

4. Vuelve a utilizar la orden de MATLABe spline, pero en esta ocasién para dibujar
el spline not-a-knot que interpola la funcion de Bessel en los nodos 2, 3,4,5,6,7, 8.
Estima, sobre los puntos de una particion fina de |2, 8], el error maximo que se
comete al aproximar la funcion de Bessel por este interpolante.

*MATLAB® implementa esta funcién mediante la orden bessel;.
bLas férmulas para aproximar la derivada se estudian en la leccién 5. No obstante, puedes utilizar
en este apartado la denominada férmula de la diferencia progresiva, esto es,

Ejemplo 2.1 » La orden pchip

Consideremos la siguiente tabla de interpolacién (denominada ejemplo de Akima):

0235|638 9 |11]12 14|15
10 | 10 | 10 | 10 | 10 | 10 | 10.5 | 15 | 50 | 60 | 85 |

Observemos que los valores de interpolacién forman una sucesién creciente, por lo que
parece razonable que se exija este comportamiento al correspondiente interpolante. Sin
embargo, si aplicamos la orden spline de MATLABw® a la tabla anterior y dibujamos
el spline not-a-knot, obtenemos:
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Editor » Ejemplo de Akima (con spline) ejem2la.m

nodos=[@ 2 356 8 9 11 12 14 15];

valores=[10 10 10 10 10 10 10.5 15 50 60 857;
x=0:0.01:15;

s=spline(nodos,valores,x);

plot(x,s,'b',nodos,valores, 'ro'),axis([@ 15 @ 90]),shg

[ NON ] Figure 1
File Edit View Insert Tools Desktop Window Help ~
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Como se puede ver, la monotonia inicial del interpolante se rompe en varias zonas del
subintervalo [5, 15].

El interpolante que proporciona la orden pchip (Piecewise Cubic Hermite Interpolation
Polynomial) de MATLABe, aunque da lugar a curvas menos suaves que los splines
cubicos usuales, no padece este defecto de ruptura de la monotonia. De hecho, si
repetimos la interpolaciéon anterior con esta orden, obtenemos ahora:

Editor » Ejemplo de Akima (con pchip) ejem21b.m

nodos=[@ 2 3 56 8 9 11 12 14 15];

valores=[10 10 10 10 10 10 10.5 15 50 6@ 857;
Xx=0:0.01:15;

s=pchip(nodos,valores,x);

plot(x,s,'b',nodos,valores, 'ro'),axis([@ 15 @ 90]),shg
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Estrictamente hablando, la orden pchip no es un spline ctibico pues, si bien es un
polinomio a trozos definido mediante una serie de ciibicas, solo puede asegurarse que
es de clase C' en el intervalo de interpolacién. A este respecto, conviene observar la
evolucion de la convexidad de la curva alrededor de z = 11.

Proyecto 2.1 (solucién en pagina

Repite el ejercicio [2.1], pero sustituye los interpolantes lineales a trozos por splines
not-a-knot y comprueba su convergencia de orden cuatro.

Proyecto 2.2 (solucién en pagina

En este proyecto pondremos a prueba tus recursos.

Aunque no se ha estudiado en la leccion, es posible conocer las ecuaciones de las ctibicas
de las que consta el spline, sea sujeto o not-a-knot. Indaga en la ayuda de MATLABe
(consulta también el apéndice v, usando la estructura asociada a la orden spline,
determina la ecuacion de la segunda ciibica del spline not-a-knot asociado a la tabla
de datos

21-110(2|4
012|5]|6|8]
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3. Apéndice A: Polinomios a trozos en MATLABe.

Para el diseno y evaluacién de funciones polinomiales a trozos, MATLABe incorpora
varias 6rdenes. Las dos basicas son:

1. mkpp (MaKe Piecewise Polynomial): Permite construir una funcién polinémica a tro-
zos, dada cierta coleccion de n nodos (puntos de separacién entre los polinomios) y
una matriz M de orden (n —1) x (m+ 1), donde cada fila consta de los coeficientes de
cada uno de los polinomios que definen la funcién. Cada uno de estos polinomios es de
grado menor o igual que m.

Es mas, si la coleccion de nodos es 1 < 29 < -+ <z, y,para j = 1,2,...,n—1, la
fila j-ésima de la matriz M viene dada por

[@jms - a51, ajol,
el correspondiente polinomio j-ésimo es
pi(z) = ajm(xr —x;)" + -+ aj1(x — ;) + ajo.
Observemos que p; esta definido en [z;,x;41), para j =1,2,...,n— 1.

2. ppval (Piecewise Polynomial VALuation): Permite evaluar polinomios a trozos.

Ejemplo 3.1 » Polinomio a trozos
Consideremos el polinomio a trozos
22+ 8r+7, x€[-9,0),
flx) =4 2> —4z+4, x€]0,4],
—2x +12, x € [4,6].

Antes de definir f en MATLABe tenemos que expresar cada uno de los polinomios
que aparecen en la funcién en potencias de x menos el extremo izquierdo del intervalo
donde el polinomio esta definido. Por ejemplo, el primer polinomio de f,

p(z) =2* + 82 +7,

debe ser escrito en potencias de x + 9. Un célculo elemental usando el polinomio de
Taylor de segundo grado nos permite asegurar que
p// -9
p@) = P02 4 p(-9)a +9) +p(-9)
= (x+9)2—-10(x +9) + 16.

Asi, se tiene que
(z+9)>—10(x+9) + 16, x € [-9,0),

f(z) = x> —4x+4, x€l0,4],
—2(z —4)+4, ze€l[4,6].
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A continuacién, introducimos f en MATLABe mediante la orden mkpp:

Command Window

>> pp=mkpp([-9 @ 4 61,[1 -10 16;1 -4 4;0 -2 4])
pp =
struct with fields:
form: 'pp'

breaks: [-9 0 4 6]
coefs: [3x3 double]

pieces: 3
order: 3
dim: 1

La informacion recogida en el dato de tipo estructura de MATLABe pp tiene seis
apartados:

1. la primera linea, form: 'pp’, nos dice que la funcién construida es una funcién
polinémica a trozos (Piecewise Polynomial);

2. la segunda linea, breaks: [-9 0 4 6], explicita los puntos de separacién de las partes
que definen el polinomio a trozos;

3. la tercera linea, coefs: [4x4 double], nos informa de que los coeficientes de los
polinomios de los que consta el polinomio a trozos se encuentran almacenados
en una matriz llamada coefs de orden 4 x 4 cuyas entradas son ntimeros escritos
en doble precision;

4. la cuarta linea, pieces: 4, indica que el niimero total de tramos del polinomio a
trozos es cuatro;

5. la quinta linea, order: 4, informa del niimero de coeficientes de cada polinomio;

6. finalmente, la sexta linea, dim: 1, hace referencia a que el polinomio a trozos es
una funciéon de una variable.

Ahora ya estamos en condiciones de evaluar la funciéon f con la orden ppval. En
concreto, las siguientes instrucciones

Command Window

>> xs=-9:0.01:6;

>> ys=ppval(pp,xs);
>> plot(xs,ys,'."'),grid

generan la grafica de la funcién (hemos utilizado el marcador '." al ejecutar plot para

resaltar el hecho de que la funcién no es continua en cero):

15
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De los dos valores posibles, 7 y 4, que MATLAB® podria asignar al punto cero, el
programa elige el que proporciona el segundo polinomio, esto es, 4. En efecto,

>> ppval(pp,0)

ans =

Por otro lado, para recuperar la informacion introducida al describir el polinomio a
trozos basta acceder al correspondiente campo de pp. Por ejemplo,

Command Window

>> M=pp.coefs

M =
1 -10 16
1 -4 4
0 -2 4

>> M=pp.breaks
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Ejemplo 3.2 » Polinomio a trozos

Veamos ahora un polinomio a trozos que no presenta discontinuidades. En concreto,
sea

Hz+8)*+ (z+38), ze[-8,-4]

Hz+4)?*—(z+4), ze[-4,0,
Ptz x€|

[

_1
1
-2 —(z-4), z¢€

El siguiente c6digo, que incorpora la orden mkpp,

Command Window

>> cc=[-1/4 1 0];

>> pp=mkpp([-8 -4 @ 4 8],[cc;-cc;cc;-ccl);
>> xs=-8:0.1:8;

>> plot(xs,ppval (pp,xs))

permite obtener la grafica de la funcion:

] [ Figure 1
File Edit View Insert Tools Desktop Window Help E
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4. Apéndice B: La biblioteca de funciones fdlibm

Tras ver en la seccion [I.1]y en el apéndice [A] cémo trata y evalia MATLABe los polino-
mios y los polinomios a trozos, respectivamente, surge de modo natural la pregunta de como
se evalian en MATLABe otras funciones elementales, como, por ejemplo, las funciones ex-
ponencial, seno, coseno, logaritmo neperiano, arcotangente, coseno hiperbélico, etc. Es decir,
qué algoritmos lleva implementados, por ejemplo, el archivo de funcién cos.m, que es el que
utiliza MATLABe para evaluar el coseno de cierto nimero. Sin entrar en consideraciones
muy técnicas, la respuesta es facil: MATLABe utiliza funciones polinomiales a trozos o, en
algunos casos, cocientes de funciones polinomiales a trozos. En concreto, MATLABe utiliza
la biblioteca de funciones fdlibm (Freely Distributable LIBrary of Mathematics).

La biblioteca fdlibm esta constituida por un conjunto de funciones matematicas escritas
en lenguaje C y muy bien adaptadas al formato IEEE de doble precisiéon. En la pagina web

netlib.org/fdlibm

se pueden consultar todas las funciones que lleva incorporadas, asi como sus c6digos.

En general, la implementacion de algoritmos robustos y de alta calidad para evaluar
funciones elementales o mas genéricas (como las funciones de Bessel, por ejemplo, u otras)
es una tarea bastante delicada.

Ejemplo 4.1 » Evaluacién de la funcién seno

Un caso paradigméatico donde se pueden apreciar las sutilidades de estos codigos es la
evaluacion de la funcién seno.

Puesto que para todo niimero real z se tiene la representacién en serie de potencias

sen(z) = (-1 o

parece razonable que la estrategia para estimar el seno de un ntimero sea tomar una
suma parcial adecuada y evaluar el correspondiente polinomio. Un posible codigo para
implementar esta estrategia podria ser:

Editor » misen.m

function [s,num_sumandos]=misen(x)
s=0;
t=x;
n=1;
num_sumandos=0;
while s+t ~= s
s=s+t;
t=-x.%2/((n+1)*(n+2)) .*t;
n=n+2;
num_sumandos=num_sumandos+1;
end

Conviene observar que el bucle de la orden while termina cuando s + ¢ es igual que ¢
a nivel de la precision de MATLABe.


https://netlib.org/fdlibm

4. Apéndice B: La biblioteca de funciones fdlibm

Usando la funcién anterior, ejecutamos el siguiente archivo de instrucciones.

Editor » misenejer.m

v=[1,11,21,31,41,511;
for ind=v

x=(pi/2)*ind;

[valor,num]=misen(x);

er=abs(valor-sin(x));

fprintf('x=%2d*pi/2 Error=%.5e NUmero sumandos=%3d \n',ind,er,num)
end

La primera columna es el valor del punto, la segunda, el error absoluto cometido y la
tercera, el nimero de sumandos utilizado en la estimacion.

Command Window

>> misenejer

x= 1xpi/2 Error=2.22045e-16 Numero sumandos= 11
x=11*pi/2 Error=2.12873e-10 Numero sumandos= 37
x=21%pi/2 Error=1.33236e-04 NUmero sumandos= 60
x=31%pi/2 Error=5.82102e+03 Numero sumandos= 78
x=41xpi/2 Error=3.35993e+08 Numero sumandos= 94
x=51*pi/2 Error=1.65181e+17 Numero sumandos=106

Como podemos observar, estimar la funcién seno mediante su serie de potencias para
valores de x grandes conduce a un alto coste computacional (nimero de sumandos)
y una paulatina y creciente pérdida de precision en el resultado. Puede comprobarse
que para valores pequefios de z (esencialmente, cuando x € [0, 7]) ninguno de estos
fenémenos numéricos ocurre y, de hecho, pueden obtenerse estimaciones muy precisas
y con pocos sumandos.

La funcién seno, tal como estd implementada en fdlibm (y, por tanto, en MATLABo)
tiene en cuenta los comentarios anteriores. De hecho, usando distintas propiedades de
dicha funcién (periodicidad, cardcter impar, etc.), lo primero que se hace es reducir
el calculo pedido en un punto arbitrario al clculo en el intervalo [0, 7]. Finalmente,
la funcion seno se estima en este intervalo mediante un polinomio de grado trece que
solo contiene potencias impares. En concreto

sin(z) = z + c12® + cox° + 32 + cax® + esz + cex?,
donde ¢y, ¢, ¢3, €4, C5, Cg sON ciertos coeficientes, cuyos valores detallaremos enseguida,
que no coinciden con los del desarrollo de Taylor, pero estan muy cerca de ellos.

Por tanto, tal como se comenté al principio, al evaluar la funciéon seno en MATLABe lo
que estamos evaluando en ultima instancia es un polinomio. Por ejemplo, el siguiente
archivo de instrucciones muestra, usando format hex, que el valor que proporciona
MATLABo para sen(3) se obtiene evaluando el polinomio de grado 13 anterior.

19
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Editor » calsen.m

cl= -1.66666666666666324348e-01;
c2= 8.33333333332248946124e-03;
c3= -1.98412698298579493134e-04;
c4= 2.75573137070700676789¢-06;
c5= -2.50507602534068634195€-08;
c6= 1.58969099521155010221e-10;
p=[c6 @ c5 0 c4 @ c30@c20cl o1 0];
vi=polyval(p,1/2);

v2=sin(1/2);

format hex

disp([v1;v2])

format("default")

Command Window

>> calsen
3fdeaee8744b05f0
3fdeaee8744b05f0

Leccién 3: Interpolacién polinémica
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5. Soluciones de los proyectos

Proyecto [1.1

El fenémeno de Runge puede surgirm cuando se utilizan nodos de interpolacion equiespa-
ciados y polinomios interpoladores de grado alto. Se caracteriza por la aparicion de oscila-
ciones cerca de los extremos del intervalo de interpolacion. Fue descubierto por Carl Runge
al explorar el comportamiento del error cuando ciertas funciones se aproximaban mediante
polinomios de interpolacién. El descubrimiento fue importante al poner de manifiesto que
grados més altos no siempre mejoran la aproximacién, lo que justifica el abandono de los
polinomios como interpolantes.

Sea la funcion

1

Vamos a calcular polinomios de interpolacién que interpolen la funcién anterior en un
numero creciente de puntos. En concreto, para n = 6,11,21,31, sea p,_1 el polinomio de
interpolacién asociado a n nodos equiespaciados del intervalo [—5, 5].

El siguiente codigo de MATLABe dibuja conjuntamente la funcién f y el polinomio de
interpolacion p,_1, paran = 6,11, 21, 31.

Editor » Fenémeno de Runge proyectoll.m

format short g

f=@(x)1./(1+x.72);

i=1;

for n=[6 11 21 31]
x=linspace(-5,5,n);
y=f(x);
p=polyfit(x,y,n-1);
s=-5:0.01:5;
t=polyval(p,s);
subplot(2,2,1)
plot(x,y, 'ok',s,f(s),'b',s,t,'r'),shg
axis([-5.2 5.2 -0.1 1.1])
title(['grado = ',num2str(n-1)1)
i=i+1;

end

Una vez ejecutado el codigo en MATLABe, observa las cuatro imagenes. Nota cémo,
a medida que el grado del polinomio de interpolacién crece, el ajuste mejora en la zona
central del intervalo, pero presenta oscilaciones de amplitud creciente cerca de los extremos
del intervalo.

"El fenémeno de Runge es imprevisible. Anticipar su aparicién exigirfa conocer el comportamiento del
error (2)), pero esto no es, en general, posible.
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Command Window
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Proyecto (1.2

El siguiente cédigo calcula y representa graficamente el polinomio de interpolacion.

Command Window

>> x=51:65;

>> y=[22.9 23.2 23 24.4 26.7 25 25.5 26.3 26.1 26.2 27 26.3 28 26.4 27.8];
>> [c,S]=polyfit(x,y,14);

Warning: Polynomial is badly conditioned. Add points with distinct

X values, reduce the degree of the polynomial, or try centering and
scaling as described in HELP POLYFIT.

> In polyfit (line 84)

>> S

struct with fields:

R: [15x15 double]
df: o
normr: 16.1111
>> $=51:0.01:65;
>> t=polyval(c,s);
>> plot(x,y, 'ok',s,t,'b", '"MarkerEdgeColor"', 'k', '"MarkerFaceColor','g', ...
'MarkerSize',10),shg

] Figure 1
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Hemos usado la orden polyfit con dos argumentos de salida. El primero, c, nos da los
coeficientes del polinomio de interpolacion y el segundo, S, es una estructura asociada al
proceso de ajuste. En concreto, la matriz R que aparece en la estructura S corresponde a
la matriz R de la factorizacion QR de la matriz V' de Vandermonde asociada a los nodos
{51,52,...,65}. El valor df es el denominado grado de libertad (degree freedom) del ajuste
polinémico que, con nuestra notacion, es exactamente M —n (en este caso es cero, pues M =
n). Finalmente, normr es la norma residual (euclidea) del ajuste en los nodos y, tedricamente,

deberia ser cero.
Ahora bien,

Command Window

>> cond(S.R)
ans =

8.4128e+39

Como podemos ver, el nimero de condicién de R (y por tanto el de la matriz V') es
desmesurado. Esto explica los malos resultados obtenidos en el calculo del polinomio de
interpolacion, reflejados en el grafico anterior.

Sin embargo, si utilizamos polyfit de la siguiente manera

Command Window

>> [p,S,mul=polyfit(x,y,14);
>> cond(S.R)

ans =

2.5356e+06
>> S.normr
ans =

1.6280e-11

obtenemos que, ahora, la matriz R tiene un nimero de condicién muchisimo méas bajo y
la norma residual (si bien no nula) es realmente aceptable. Es mas, MATLABe ni siquiera
muestra ya ningun tipo de aviso ( Warning). La explicacion estd en que cuando ejecutamos
polyfit con el tercer argumento de salida, mu, la interpolaciéon polindmica se realiza tras un
proceso de centrado y escalado de los nodos. Este proceso no sélo permite un calculo mas
eficiente de los coeficientes del polinomio de interpolacién, sino que mejora notablemente las
propiedades numéricas de dicho polinomio.

En concreto, para la tabla ([IJ), MATLABo determina el polinomio de interpolacién ex-
presado de la siguiente forma:

n n—1
xr — xr — xr —
p(x):an< Ml) +an1< ul) —i—~~~—i—a1< M)—i‘ao’

2 M2 2




5. Soluciones de los proyectos 25

donde

B 1
Ml—n+1

n 1 n
Yoy pa = \/ D (x5 — )
=0 " j=o
son, respectivamente, la media aritmética de los nodos y la desviacion tipica estadistica.
Estos dos valores son las dos componentes del vector mu.

A partir de los datos anteriores, x e y, el siguiente archivo de MATLABe genera un grafico
donde puede verse con claridad lo diferente que puede ser, desde un punto de vista numérico,
abordar un ajuste directo o abordarlo tras realizar un proceso de centrado y escalado.

Editor » Mala condicion malacond.m

x=51:65;

y=[22.9 23.2 23 24.4 26.7 25 25.5 26.3 26.1 26.2 27 26.3 28 26.4 27.8];
cl=polyfit(x,y,14);

[c2,S,mul=polyfit(x,y,14);

$=51:0.01:65;

t1=polyval(cl,s);

t2=polyval(c2,s,S,mu);

plot(s,t1,'b',s,t2,'r'),shg

hold on

plot(s,t2,'r"', 'LineWidth',2),axis([50 66 -20 40]),shg

plot(x,y, 'ok', 'MarkerEdgeColor"', 'k', '"MarkerFaceColor', 'g', 'MarkerSize',10)
legend('Interpolacion directa', 'Interpolacidén centrada y escalada',...
'Location', 'best')

hold off

[ BON } Figure 1
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Proyecto 2.1

Vamos a interpolar la funcién f(z) = cos(z) en el intervalo [0, 3] mediante splines not-
a-knot asociados a un nimero creciente de puntos de interpolacion. En concreto, para n =
10, 100, 1000, 10000, tomaremos n + 1 nodos de interpolacién equiespaciados en el intervalo.
El objetivo es observar la evolucion del error, evaluado como la maxima separacion que se
produce entre la funcién interpolada y el spline not-a-knot sobre los puntos de una particién
fina del intervalo [0, 3].

Editor » Spline not-a-knot y error proyecto21.m

$=0:0.001:3;

n=10;

for i=1:4
x=linspace(@,3,n+1);
h=3/n;
y=cos(x);
t=spline(x,y,s);
err=max(abs(cos(s)-t));
fprintf('n = 10*%1d h = %.4e error = %.4e \n',i,h,err)
n=10*n;

end

Ejecutamos en MATLABe® el codigo anterior:

Command Window

>> proyecto21

n=10"1 h = 3.0000e-01 error = 2.1774e-04
n=10"2 h = 3.0000e-02 error = 2.2878e-08
n =103 h = 3.0000e-03 error = 2.2767e-12
n=10%"4 h = 3.0000e-04 error = 1.1102e-16

Fijate en dos fenémenos:

1. El primero es la convergencia. Observa como a medida que el nimero n de cubicas
crece, el error disminuye. Esto significa que podemos aproximar una funcién por medio
de un spline not-a-knot con todo el nivel de precisiéon que queramos, sin otro limite
que el que impone la precisién de la maquina.

2. El segundo es el orden de convergencia, esto es, la «rapidez» con la que el error se
aproxima a cero. Nota cémo al dividir & (la distancia constante entre nodos consecu-
tivos) por 10, el error se divide (aproximadamente) por 10*. En consecuencia, el error
es del orden de h*, cuando h tiende a cero, o, dicho con otras palabras, la convergencia
de la aproximacion por splines not-a-knot es de orden 4.
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Proyecto

En primer lugar, introducimos en MATLABe los nodos y valores de interpolacién, sepa-
rados en sendos vectores:

Command Window

>> x=[-2 -1 0 2 4];
>> y=[0 2 5 6 81;

Si ejecutamos en MATLABe la orden spline, pero no incluimos el tercer argumento de
entrada (este argumento indica el punto o los puntos donde deseamos evaluar el spline),
MATLABe crea una «estructura» que recoge, entre otras cosas, los coeficientes de las ctibicas
que componen el spline.

Vamos a crear la estructura asociada al spline not-a-knot (el procedimiento para la crea-
cién de la estructura asociada a un spline sujeto seria andlogo):

Command Window

>> S=spline(x,y);

Si escribimos en MATLAB® el nombre de la estructura, S, el programa devuelve cierta
informacién sobre su contenido:

Command Window

>> S =
struct with fields:
form: 'pp'

breaks: [-2 -1 0 2 4]
coefs: [4x4 double]

pieces: 4
order: 4
dim: 1

La primera linea, form: 'pp’, nos dice que la funciéon construida es una funcién polinémica
a trozos (Piecewise Polynomial); la segunda linea, breaks: [-2 -1 0 2 4], explicita los puntos
de separacién de las partes que definen la funcién a trozos (de hecho, se trata de los nodos
de interpolacién); la tercera linea, coefs: [4x4 double], nos informa de que los coeficientes de
las ciibicas de las que consta el spline not-a-knot se encuentran almacenados en una matriz
llamada coefs de orden 4 x 4 y cuyas entradas son nimeros escritos en doble precision; la
cuarta linea, pieces: 4, indica que el niimero total de cibicas del spline not-a-knot es cuatro;
la quinta linea, order: 4, informa del ntiimero de coeficientes de cada cubica; finalmente, la
sexta linea, dim: 1, hace referencia a que el spline not-a-knot es una funcién de una variable.

La informacién méas importante contenida en la estructura S es la matriz coefs. Esta
matriz contiene, como ya hemos indicado, los coeficientes de las ciibicas que componen el
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spline not-a-knot. Para acceder a esta informacion debemos ejecutar en MATLABe la orden
S.coefs:

Command Window

>> format
>> ¢=S.coefs

-0.6250 2.3750 0.2500 0
-0.6250 0.5000 3.1250 2.0000
0.2500 -1.3750 2.2500 5.0000
0.2500 0.1250 -0.2500 6.0000

El spline not-a-knot consta de cuatro cibicas. La matriz anterior contiene, fila a fila,
los coeficientes de cada cibica, de manera que la primera fila de la matriz contiene los
coeficientes de la primera cubica, es decir, la que esta definida entre los nodos primero,
r1 = —2, y segundo, x5 = —1, y asi sucesivamente con el resto de las ciibicas.

Hemos de fijarnos en dos hechos importantes sobre la forma en la que MATLABe muestra
los coeficientes de las cubicas:

1. Los coeficientes aparecen siempre escritos de mayor a menor potencia, leidos de iz-
quierda a derecha.

2. Si el spline (sea sujeto o not-a-knot) esté asociado, en general, a los nodos de interpo-
lacion x;, para ¢ =1,2,...,n, la fila i-ésima de la matriz corresponde a los coeficientes
de la cubica i-ésima escrita en potencias de x — z;.

Por ejemplo, la segunda cubica del spline not-a-knot, Sy, cuya ecuacién se pide determi-
nar, esta definida entre los nodos xo = —1 y 23 = 0. Dicha ecuacion se expresa, por lo tanto,
en potencias de x — x5 = = + 1. Accedemos a sus coeficientes extrayendo en MATLABe la
segunda fila de la matriz anterior:

Command Window

>> c(2,:)
ans =

-0.6250 0.5000 3.1250 2.0000

Por tanto, su ecuacion viene dada por

So(x) = ¢(2,1)(x — 22)3 + ¢(2,2)(x — 22)? + ¢(2,3)(x — 22) + ¢(2,4)
~ —0.6250(z + 1) + 0.5000(x + 1) + 3.1250(x + 1) + 2.0000.
Observa que, al tratarse de un spline not-a-knot, las cibicas primera y segunda (igual-

mente la pentltima y la dltima) son idénticas. Sin embargo, sus coeficientes son distintos.
Esto se debe, evidentemente, a que se expresan en potencias que tienen bases diferentes.
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